
2021 年秋数学分析 1 期末模拟试题
命题: 宗语轩1

注: 本卷满分 100 分 (其中附加题 12 分, 全卷得分不超过 100 分), 建议用时 2 小时.

一. (50 分) 基本计算和技巧的考察:
1. (5 分) 计算不定积分

∫
arcsinxdx.

2. (5 分) 计算不定积分
∫

1

x3 + 1
dx.

3. (5 分) 计算定积分
∫ π

4

0

1

cosxdx.

4. (5 分) 计算定积分
∫ 2

−2

ln(x+
√
1 + x2)dx.

5. (6 分) 判断级数
∞∑
n=1

1

(−2021)n + 1

1

n
的收敛性, 并说明理由.

6. (6 分) 求极限 lim
n→+∞

n∑
k=1

n+
√
n

n2 + k2
.

7. (8 分) 求微分方程 y′′′ + y′′ + 4y′ + 4y = 10 cos 2x 的通解.

8. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

(−1)n
xn

n(n+ 1)
的收敛域及和函数.

二. (20 分) 设 α, β > 0. 求:
1. (10 分) 当且仅当 α, β 满足什么关系时, 函数 f(x) =

sinxα

xβ
在 (0,+∞) 上一致连续.

2. (10 分) 当且仅当 α, β 满足什么关系时, 函数项级数
+∞∑
n=2

cosnx
nα(lnn)β

在 (0, π) 上一致收敛.

三. (15 分) 设函数 f(x) 在 [−1, 1] 上连续, 且 f(0) ̸= 0.

1. (6 分) 求极限 lim
x→0

∫ x

0
(x− t)f(t)dt

x
∫ x

0
f(2x− 2t)dt

.

2. (9 分) 证明: lim
n→+∞

∫ n

−n

1

1 + |x|n
f(

x

n
)dx = 2f(0).
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四. (15 分) 设 {an} 是正项数列, 记 Sn =
n∑

k=1

ak.

1. (5 分) 证明: 级数
∞∑
n=1

an
S2
n

收敛. (事实上, 对 ∀p > 1, 级数
∞∑
n=1

an
Sp
n
均收敛)

2. (10 分) 证明: 级数
∞∑
n=1

an 与级数
∞∑
n=1

an
Sn

同敛散

附加题. (12 分) 设 a, b, n ∈ N∗, 定义函数 fa,b;n(x) =
xn(a− bx)n

n!
.

1. (4 分) 证明: 对 0 ⩽ k ⩽ 2n, 函数 fa,b;n(x) 的 k 阶导数 f
(k)
a,b;n(x) 在 x = 0 和 x =

a

b
处的

取值都是整数.
2. (4 分) 假设圆周率 π =

a

b
是有理数, 其中 a, b ∈ N∗. 证明: 对 ∀n ∈ N∗,

∫ π

0

fa,b;n(x) sinxdx

是整数.
3. (4 分) 证明: 圆周率 π 是无理数.
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